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For a minimally n-connected digraph D, the subgraph spanned by the edges 
(x, y) with outdegree of x and indegree of )‘ exceeding n is denoted by D,. It is 
proved that D, corresponds to a forest. This implies that in a finite. minimally 
n-connected digraph D, the number of vertices of outdegree n is at least n and that 
the number of vertices of outdegree or indegree equal to n grows linearly in IDI. 
For almost every integer m, the maximum number of edges in a minimally n-con- 
nected digraph of order m is determined and the extremal digraphs are charac- 
terized. :i” 1985 Academic Press. Inc. 
In [ 10 und 1 l] wurde gezeigt, da13 die Ecken vom Grad gr8Ber als n in 
einem minimal n-fach zusammenhangenden Graphen einen Wald aufspan- 
nen. Aus dieser Tatsache ergaben sich leicht gute Abschltzungen fur die 
Anzahl der Ecken vom Grad n und die Kantenzahl in minimal n-fach 
zusammenhlngenden Graphen, welche die fundamentalen Resultate von 
Halin aus [4 und 51 zu einem gewissen AbschluB brachten. Einige dieser 
Ergebnisse wurden, besonders von Hamidoune (vgl. [6 und 7]), auf ge- 
richtete Graphen ubertragen, aber es gelang bisher nicht, fiir gerichtete 
Graphen ein Analogon zu obiger Strukturaussage zu linden. In der 
vorliegenden Arbeit werden wir zeigen, daB in jedem minimal n-fach 
zusammenhangenden, gerichteten Graphen D der Teilgraph D,, der von 
den Kanten (x, y) von D mit AuBengrad von x und Innengrad von y 
grtiBer als n induziert wird, keinen alternierenden Zyklus enthllt und 
somit, wie wir sehen werden, einem Wald entspricht. Hieraus ergeben sich 
ahnliche Folgerungen wie im ungerichteten Fall, die einige bisher noch 
offene Fragen beantworten. 
Zunachst einige Bezeichnungen und Delinitionen. Die Eckenmenge bzw. 
Kantenmenge des Digraphen (:= gerichteten Graphen) D bezeichnen wir 
mit E(D) bzw. K(D); ferner seien IDI := IE(D)I und lIDI/ := IK(D)l und 
D # @ sei Hquivalent zu IDI > 0. Im gerichteten Graphen sei die Kante von 
x nach y mit (x, y), in ungerichteten Graphen aber mit [x, y] bezeichnet; 
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fiir die Kante k = (x, y) sei a(k) := x und e(k) := y. (Mehrfache Kanten 
(der gleichen Richtung) sind bei Graphen und Digraphen nicht 
zugelassen.) Fi.ir X, Y c E(D) seien T’(X;D) := {YEE(D)-x 
LX(X~ Ykmw~ r-(x;D):= {YEE(D)-X:V,.X(Y,x)EK(D)}, 
yf(X; D) := II-+(x; D)l, y-(x; D) := Ir-(x; D)l, K(X, y; D) := ((x, y)e 
K(D):xExA YE Yj, rc(X, Y; D) := IK(X, Y; D)l, D(X, Y) := (Xv Y, 
K(X, Y; D)) und D(X) := D(X, X); analog seien T(X; G), y(X; G), 
K(X, Y; G), X(X, Y; G), G(X, Y) und G(X) fiir einen ungerichteten Graphen 
G deliniert. Fiir X= (x} schreiben wir in diesen Bezeichnungen einfach x; 
zum Beisiel sind y ‘(x; D) der AuBengrad und y-(x; D) der Innengrad der 
Ecke x in D. Den vollstgndigen Digraphen K, bzw. den vollstindig paaren 
Digraphen K,, erhtilt man aus dem vollstlndigen Graphen K, bzw. dem 
vollsttindig paaren Graphen K,., durch Ersetzen jeder Kante [x, y] durch 
t-u, Y) und Lv, xl. 
” Weg” bzw. “Kreis” in einem gerichteten Graphen sol1 immer kon- 
tinuierlich gerichteter Weg bzw. Kreis bedeuten. Eine Folge verschiedener 
Kanten k, , k2 ,..., k,,, eines Digraphen heil3t geschlossener alternierender 
Kantenzug oder alternierender Zvklus, wenn (m gerade ist und) fiir alle i 
e(k,,+ ,) = e(k,,+,) und a(k,i+z) = a(k2,+3) oder fiir alle i a(k,,+ ,) = 
a(kzj+ 2) und e(kzj+ ?) = e(kzi+ j) gilt (Indizes modulo m). Die Maximalzahl 
von Wegen in einem System kreuzungsfreier x, ?-Wege (:= Wege von x 
nach JJ) im Digraphen D bezeichnen wir mit ,u(x, ~1; D). Ein Digraph D 
heil3t n-fach zusammenhiingend, wenn fiir alle Paare verschiedener Ecken 
x, y von D gilt ~(x, y; D)zn, und er heil3t minimal n-fach zusam- 
menhfingend oder n-minimal, wenn er n-fach zusammenhtingend ist, 
K(D) # @ ist und fiir jedes k E K(D) der Digraph D -k := (E(D), 
K(D) - { kf ) nicht mehr n-fach zusammenhgngt. Fiir einen n-minimalen 
Digraphen D (n ist dann eindeutig durch D bestimmt) seien E+(D) := 
(.~EE(D):;,+(.~;D)=~A~ (x;D)>nj, E~(D):=(,~EE(D):~(.~D)= 
n A 7+(x; D)>nl, E’(D):= {x~E(D):y’(x;D)=n~y-(x;D)=n} 
und E’(D) := (xu~@D) : y+(x; D)>n A y-(x; D)>n); weiterhin sei 
e.‘(D) := IE”(D)I fi.ir s= +, - , +, > . Fiir einen n-minimalen Digraphen D 
sei D, := D(E(D)uE’(D), E’(D)uE+(D))=(Ep(D)uE’(D)u 
E+(D), {(x, ~)EK(D) :7+(x; D)>n A ll-(y; D)>n)). Wenn es klar ist, 
welcher Graph oder Digraph zugrunde liegt, schreiben wir einfach T+(x), 
v(x), p(.u, y) usw. 
Nach einem Satz von Menger und Whitney (vgl. etwa 0 9 in [ 151) ist ein 
Digraph D mit IDI > n genau dann n-fach zusammenhgngend, wenn fiir alle 
Tc E(D) mit ITI <n der Digraph D - T stark zusammenhgngt. Ein 
TE E(D) heil3e trennende Eckenmenge des Digraphen D, wenn D - T nicht 
stark zusammenhgngend ist. Sei D ein n-minimaler Digraph und sei 
k= (x, y)~ K(D). Dann ist D-k nicht n-fach zusammenhgngend. Also 
existiert eine trennende Eckenmenge Tk von D-k mit 1 Tkl <n. Dann gibt 
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es also ein nicht leeres Ck G$ E(D)- Tk mit T+(Ck; (D-k)- T,) = @. 
Somit folgt P(C,;D-k)=T,, JT,J=n-1, XEC~, y~c~:= E(D)- 
( Ck u Tk) und r- (C, ; D - k) = Tk . Insbesondere gilt ~(x, y: D) = n fur jede 
Kante (x, y) von D. In Lemma 1 und Satz 1 haben Tk, Ck, c, die eben 
angegebene Bedeutung. 
Als wichtigstes Ergebnis werden wir zeigen, daD fur jeden n-minimalen 
Digraphen D der Teilgraph D, = D(E- u E’, E’ u E+) keinen alter- 
nierenden Zyklus enthalt. Zunachst wollen wir uns an einem Beispiel klar- 
machen, da13 D, durchaus (kontinuierlich gerichtete) Kreise enthalten kann 
und da13 iiberhaupt die Struktur von D, recht allgemein sein kann. Sei M, 
ein stark zusammenhangender gerichteter Pseudograph mit IIM,,ll > 0. Wir 
unterteilen jede Kante von M, durch eine Ecke; hierdurch entstehe aus M, 
der noch immer stark zusammenhangende Digraph M. Seien M, ,..., M, 
disjunkte Exemplare von M, wobei der Ecke XE E(M) die Ecken 
Xl E &Ml L, x, E E(M,) entsprechen mdgen. Jedem x E E(M) ordnen wir 
eine Menge B, mit I B,I 2 n zu, so da13 B, n (U;= r E(M,) u 
B ) = Q5 fiir alle x E E(M) gilt. Der Digraph D entstehe nun aus 
$~%~~‘du~ch Hinzufiigen der Ecken U.rte(M) B und aller Kanten 
zwischen B, und {x, ,..., x, > fur jedes x E E(M). Man macht sich leicht klar, 
da13 D n-minimal ist und Do = Ur=, Mi gilt. Man kann die Konstruktion 
modifizieren, indem man fur irgendwelche (x, y) E K(M) die Kanten 
(x,, yr) ,..., (x,, -vn) in U:=; M, ersetzt durch die Kanten (x,, y,(,,) ,..., 
(x,, yn,,,)) fur irgendeine Permutation 7c von l,..., n. Wenn man dann von 
einem Kreis M ausgeht, eine Kante (x, ;) E K(M) auswlhlt und obiges rr 
als Zyklus der Lange n wahlt, erhalt man einen n-minimalen Digraphen D, 
fur welchen D, ein Kreis der Lange n IM( ist. 
Wir beweisen nun ein wichtiges Lemma, das sich teilweise schon in den 
Arbeiten von Hamidoune [6, 71 findet und das dem Lemma 1 aus [lo] 
entspricht. 
LEMMA 1. Sei D ein n-minimaler Digraph und seien k I = (x, , z) # k, = 
(.x2, z) Kanten von D mit y- (2; D) >n. Dann sind C,?E c,, u Tk, = 
-WI - Ck, und Ick, - Ckz\ > ICkzn T,,l und es gilt /T+(x,; D)n 
T+(x,; D)lsn. 
Beweis. Seien Ci := Ck,, ci := Ck, und Ti := Tk, fiir i = 1, 2. Fur T := 
(T,-C,)u(T,-C,)=(T,n~,)o(T,nT,)o(T,n~’,) zeigen wir zu- 
nachst 
(Z) ITIIn-1. 
Es ist r-(z; D- (k,,k,})c(C, uT,)n(C,uT,)=C,nC,uT. Wenn 
c,n~c,=(z} ist, gilt wegen ~~-(z;D-(k,,k~})2n-l also (TILn-1. 
Sei also c’,nc’,#{z}. Fur ceC,nCZ-{z} ist r-(c;D)z(CIuT,)n 
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(C2uTz), also f-(C,ncz-j- I >; D) % {z} u T. Wegen des n-fachen 
Zusammenhangs von D folgt somit 1 Tu {z } 12 n, also (Z). 
Sei T’:= T,nCzuT,nTT?oTZnC,.Wegen IT,J=n-1 ergibtsichaus 
(Z) ITznC,I~IT,nC’,I, also /~,-CC,I~l~,nT,u’,=}l>IC,nT,I und 
/T’I~lTT,n~,I+IT,nT~I+IT2nCiI=ITzl=n-1. Wegen {x,,x2}n 
C,nC7-=@istT+(C,nC,;D)c(C,uT,)n(C~uT2)=CLnCzuT’und 
wegen I T’I sn - 1 und des n-fachen Zusammenhangs von D somit 
C, n C, = 0, also C, s c, u T,. Hiermit folgt weiterhin f +(x1 ; D -k,) n 
T+(x,;D-k,)c(C,~T,)n(C~uT~)=T’,alsodieletzteBehauptungdes 
Lemmas. 
Nunmehr konnen wir leicht das zentrale Ergebnis der Arbeit beweisen. 
SATZ 1. Sei D ein (endlicher oder unendlicher) n-minimaler Digraph. 
Dann enthiilt DO = D(E- u E’, E’ u E’ ) keinen alternierenden Zyklus. 
Beweis. Wir nehmen an, D,, enthalte einen alternierenden Zyklus 
k,, k2,..., k,, wobei fiir alle i etwa e(k,,- i) = e(k,,) und a(kTi) = a(kIi+ I) sei 
(Indizes molulo m). Fur alle i seien Ci := C,,, c, := c,,, T, := T,, und 
weiterhin M?,+, := Czi- I- C’,i, N,;- 1 I= Tzi- 1 n C,;, AI,, I= C,i- C,i+ 1 
und Nli := T,, n c2, + , Wegen ~~(e(k,,~,))>n sind fur kzi-,, kzj die 
Voraussetzungen von Lemma 1 erfiillt und es gilt somit C,; = (Czip, - 
M,;-,)uN,;-, und IM?ip,l >INz,+rl fur alle i. Fur k2,,kzi+, ist 
y + (a(k,,)) > n und nach dem Dualen zu Lemma 1 ergibt sich czi+, = 
(CzI-Mzi)~NZi und (M?J > (NJ fur alle i. In der Folge c,, C’,, C3, C,,..., 
et,, ~ I 3 cm 2 T,,, + I = c, ergibt sich also das (j+ 1 )te Glied aus dem jten 
Glied durch Subtraktion der Teilmenge A4, und Hinzufiigen von N,, wobei 
IM,I > IN,] gilt (und N, sogar endlich ist). Dies fiihrt aber offensichtlich 
zum Widerspruch, da wir von c, ausgehend nach m Schritten wieder C, 
erhalten (vgl. S. 554 in [ 111). 
Wlhrend die Klasse der Digraphen ohne alternierenden Kreis schwer 
zuganglich ist (vgl. etwa das Problem von Haggkvist auf S. 32 in [ 1 I), 
lassen sich die Digraphen ohne alternierenden Zyklus leicht 
charakterisieren. Sei D ein beliebiger Digraph. Zu jedem .Y E E(D) wahlen 
wir zwei verschiedene Elemente x, und x,, so dalj fur x # y aus E(D) gilt 
(-u,,, .u,) n (Y,, Y,) = 0. Wir ordnen nun dem Digraphen D einen paaren 
Graphen D := (uYEEfD, {x,, xi>, {[x,, yi]: (x, y)cK(D)J) zu. Man 
iiberlegt sich nun leicht 
LEMMA 2. Der Digraph D hat genau dann keinen alternierenden Zyklus, 
wenn d keinen Kreis enthiilt. 
Beweis. Offensichtlich liefert ein Kreis in d einen alternierenden Zyklus 
in D. Andererseits liefert ein alternierender Zyklus von D einen 
geschlossenen Kantenzug in D, welcher bekanntlich einen Kreis enthalt. 
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Hiermit ergibt sich unmittelbar das folgende Korollar zu Satz 1, wenn 
man beachtet, da13 mindestens e-(D) + e+(D) Ecken in (Do) vom Grad 0 
sind. 
KOROLLAR 1. Fiir jeden n-minimalen Digraphen D ist 6, ein Wald. Im 
Falle 0 < IDo1 < K,, ist also llD,J <e-(D) + 2e’(D) + e+(D). 
In [7] zeigt Hamidoune, da13 in einem endlichen n-minimaien Digraphen 
D jeder Teilgraph H # @ von D mit y + (x; H) 2 2 und y - (x; H) 2 2 fur alle 
x E E(H) eine Ecke z enthalt mit y+(z; D) =n oder y-(2; D)=n. Mit 
Korollar 1 la& sich dieses Ergebnis nun leicht verscharfen. 
KOROLLAR 2. Sei D ein n-minimaler Digraph und sei H # 0 ein 
endlicher Teilgraph van D mit y + (x; H) 2 2 fiir alle x E E(H). Dann existiert 
ein ZEE(H) mit y+(z; D)=n oder yP(z; D)=n. 
Beweis. Wegen y+(x; H)z2 fur alle XEE(H) ist \lR(I = llHll~2lHI = 
IHI. Da H endlich ist, enthalt also R( c D) einen Kreis C und nach 
Korollar 1 existiert k E K(C) - K(&). Entspreche etwa k = [x,, yi] der 
Kante (x, y)eK(D). Dann ist (x, y)# K(D,), also y+(x; D) = n oder 
y-(y; D)=n. 
Man konnte vermuten, da13 unter den Voraussetzungen von Korollar 2 
sogar eine Ecke z in H existiert mit y + (z; D) = n. Das folgende Beispiel 
zeigt aber, daB eine solche Ecke nicht zu existieren braucht, selbst wenn fiir 
alle x E E(H) gilt y + (x; H) 2 n - 1. Der Digraph D entstehe aus dem 
Digraphen M := ( (a, 6, x, ,..., x,}, uy= 1 ((a, x,), (Xi, b)} u ((6, a)}) durch 
Ersetzen jeder Ecke x E E(M) durch einen vollstandigen Digraphen K” mit 
[K”( = n und durch Ersetzen jeder Kante (x, y) EK(M) durch n disjunkte 
Kanten von K” nach KY. D ist n-minimal und H := K” leistet fur rnz2 das 
Gewiinschte.-Ich wi.irde annehmen, dal3 H eine Ecke z mit y +(z; D) = n 
enthllt, wenn fur alle x E E(H) gilt y + (x; H) 2 n, kann aber nur zeigen, da13 
es eine Ecke z mit y + (z; H) = n besitzt. 
KOROLLAR 3. Ein n-minimaler Digraph kann keinen endlichen 
Teilgraphen H # Qr mit y + (x; H) > n fiir alle x E E(H) enthalten. 
Beweis. Nehmen wir an, der n-minimale Digraph D enthalte H mit 
O< IHI <N, und y+(x; H)>n fur alle GEE. Sei E’:= E(H)nE’(D). 
Mit Korollar 1 folgt dann K(E(H), E’; H)= 1IHn D,ll < (HI + IE’(, also 
(IH(( < (HI + (E’( +n((H( - /,!?I), was im Widerspruch zu llHll?z(n+ 1) (HI 
steht. 
Insbesondere ergibt sich aus Korollar 3, da0 jeder endliche n-minimale 
Digraph D eine Ecke z mit y+(~; D)=n enthalt. In [S] wurde e+(D)+ 
e -(D) + e*(D) > 0 fur jeden endlichen, n-minimalen Digraphen D 
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bewiesen, was Hamidoune in [6 und 71 zu ef(D)+eP(D)+e’(D)zn+l 
verschlrfen konnte. Es war aber bisher ungeklart, ob immer e+(D) + 
e*(D) > 0 und e-(D) + e’(D) > 0 sein miissen. Wir werden in Satz 3 sogar 
e+(D)+e’(D)zn und eC(D)+e*(D)zn beweisen. 
Wenn man in ungerichteten Graphen jede Kante [x, y] durch (x, y) 
und (y, x) ersetzt, erhalt man aus Korollar 2 unmittelbar das Hauptergeb- 
nis iiber Ecken vom Grad n in n-minimalen Graphen. 
KOROLLAR 4 ( [ 10 und 111). Die E&en uom Grad grii&er als n spannen 
in jedem minimal n-fach zusammenhtingenden Graphen einen Wald au$ 
Wahrend sich jeder endliche Wald fur jedes n 13 als der von den Ecken 
vom Grad grol3er als n aufgespannte Teilgraph eines minimal n-fach 
zusammenhangenden, endlichen Graphen auffassen 1aDt (vgl. die FuBnote 
auf S. 64 in [ 133) gilt Entsprechendes fur die Digraphen ohne alternieren- 
den Zyklus nicht mehr: Der Digraph H ohne alternierenden Zyklus, der 
aus der Kante (x, y) und n weiteren kreuzungsfreien x, y-Wegen besteht, 
kann offensichtlich nicht Teilgraph von D, fur einen n-minimalen 
Digraphen D sein. Es sind mir aber keine weiteren Bedingungen bekannt, 
denen D, geniigen mul3. 
Wir wollen Korollar 1 nun verwenden, urn e + + e - + 2e * nach unten 
abzuschatzen. Wie schon erwahnt, ist e + + e- + e* zn + 1 aus 16 und 71 
bekannt. Es war aber bisher ungeklart, ob die Anzahl der Ecken vom 
AuBen- oder Innengrad n in n-minimalen Digraphen mit der Eckenzahl der 
betrachteten Digraphen wachst. Aus Korollar 1 ergibt sich nun leicht eine 
in IDI lineare Abschatzung, der im ungerichteten Fall Satz 2 aus [lo] 
entspricht. 
SATZ 2. Fiir jeden n-minimalen, endlichen Digraphen D gilt e+(D) + 
eP(D)+2e’(D)z((n- 1)/(2n- 1))2)D) +2/(2n- 1). 
Beweis. Im Falle ID,/ = 0 ergibt sich die behauptete Ungleichung 
unmittelbar. Sei also (D,, >O. Nach Korollar 1 gilt dann IlDll - /IDOll 2 
ILeE> (Y+(x;D)+Y-(x;D))+C,..- y+(x;D)+C,..+ Y-(x;D)- 
2lIDJZ(n+l) 2e’+(n+l)(e-+e’)-2(e++e-+2e’-1). Anderer- 
seits ist /ID (I - I/ DO II 5 ne + + ne -- + 2ne * . Aus diesen beiden Ungleichungen 
folgt 2(n-l)e’+25e’+e-+2ne’ und somit (n-1)2)0/+2= 
(2n-2)(e’+e+ +eP +e’)+25(2n-l)(e+ +e- +2e’). 
Wenn man in den Beispielen n-minimaler Graphen von S. 64 in [ 131 
jede Kante durch ein Paar gerichteter Kanten ersetzt, erhalt man 
n-minimale Digraphen D mit e + + e ~ + 2e * = 2e * = (n - 1 )/( 2n - 1) 
2 ID( + 4n/(2n - 1). Die in Satz 2 bewiesene Ungleichung 1aDt sich 
allgemein also hijchstens urn 2 verbessern. In Analogie zum ungerichteten 
Fall (vgl. Satz 3 in [13]) wiirde ich vermuten, dal3 fur jeden endlichen, 
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n-minimalen Digraphen D sogar gilt e + + e - + 2e ’ 2 (n - 1 )/( 2n - 1) 
2101 +4n/(2n- 1). Es bleibt such ungeklart, ob e+(D)+e’(D) mit IDI 
gegen unendlich geht, vielleicht sogar e+ + e* 2 (n - 1)/(2n - 1) ID( + 
2n/(2n - 1) gilt. 
Als Folgerung aus Korollar 4 wurde in [ 111 gezeigt, da13 fur jeden 
unendlichen, n-minimalen Graphen G die Menge der Ecken vom Grad n 
gleichmachtig ist mit E(G). Korollar 1 hat aber fiir unendliche, n-minimale 
Digraphen keineswegs so starke Konsequenzen wie Korollar 4 im 
ungerichteten Fall, da ein unendlicher, n-minimaler Digraph D gar keinen 
alternierenden Zyklus zu enthalten braucht, d also selbst ein Wald sein 
kann (Lemma 2). Das folgende Beispiel zeigt, daB es fur jede natiirliche 
Zahl n einen unendlichen, n-minimalen Digraphen ohne Ecken vom 
AuBen- oder Innengrad 12 gibt (also such ohne alternierenden Zyklus nach 
Satz 1). Fur m 11 sei B, der (unendliche) Baum vom Regularitltsgrad 
n + m. Ersetze jedes x E E(B,) durch eine unabhangige Eckenmenge 
{Xl ,..., x,} und jedes [x, y] E K(B,) durch 2n gerichtete Kanten zwischen 
(x, ,..., x,) und {y,,..., y,}, die einen kontinuierlich gerichteten Kreis der 
Form x1, Y,, x2, y2,..., x,, y,, xi bilden. Der so aus B, entstehende 
Digraph D, ist n-minimal und fur alle XEE(D,) gilt y+(x; D,) = 
y-(x;D,)=n+m. 
Aus Korollar 3 ergab sich e+(D) + e*(D) > 0 fur jeden endlichen, 
n-minimalen Digraphen D. Wir werden dies nun zu e+ + e * zn verschar- 
fen. 
SAT2 3. Fiir jeden endlichen, n-minimalen Digraphen D sind e+(D) + 
e’(D)zn und e-(D)+e’(D)zn. 
Beweis. Aus Dualitatsgriinden geniigt es, etwa e- + e* zn zu zeigen. 
Man kann hierzu ID,, > 0 voraussetzen. Offensichtlich gilt 
(a) I~(E~uE’,E’)+~~(E+uE+,E’)=C,.~>~J-(X)~(~+~)~’. 
Weiterin ist 
k.(E’uE-, E+ uE+)= 
c y-(x)+ne’ - I(D(E+ uE’)II 
reE+ 
=,z y-(x)+ne’-(n(e++e’) -rc(E+uE’,E’uE-)). 
+ 
Wegen JC(E+UE*, EP)ze-(n--e’ +e- -1)) ergibt sich mit (a) hieraus 
(b) rc(E’ u E-, E’uE’) 2 e++lc(E+uE’, E’)+e-(n+l- 
e’ -e-) 2 e++(n+l)e’-rc(E-uE’, E’)+e-(n+l-e’-em). 
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Da andererseits offensichtlich rc(E’ u E-, E+ u E’)~K(E’ u E-, E+) + 
e*(e’ +e-) gilt, ergibt sich aus (b) mit Korollar 1 e+ +(n+l)e’ + 
eC(n+l-e’-e-) 5 K(E- u E’, E’uE+)+e’(e’+e-)<e- + 
2e’+e++e’(e’+e-), also (n-l)e’+nem<(eP+e*)(e’+e-) und 
somit e- +e’>n- 1. 
Ich wiirde annehmen, da13 sogar immer e + + e * 2 n + 1 und e - + e * 2 
n + 1 gelten, kann aber bisher nur e + + 2e * + e ~ 2 2n + 2 zeigen. 
Bemerkung. Man kann den Beweis von Satz 3 ohne Schwierigkeit 
umschreiben zu einem Beweis der folgenden etwas scharferen Aussage: 
Jeder endliche Teilgraph H # @ eines n-minimalen Digraphen mit 
;J-(x; H) &n ,fiir alle x E E(H) enthzlt mindestens n Ecken I mit 
7 (z; H) = n. 
Man braucht hierzu nur die im Beweis von Satz 3 benutzten 
Bezeichnungen fur H umzudeuten, das heiBt, vor allem E+ als {X E E(H): 
7+(x; H)gn A y-(x; H)>n} und E’ als (x~E(H):y+(x; H)s 
n A y (x; H) = n j zu interpretieren. 
Wir wollen nun noch fur fast alle nattirlichen Zahlen m die maximale 
Kantenzahl bestimmen, die ein n-minimaler Digraph D mit 1 DI = m haben 
kann. Dabei werden wir in dem Folgenden alle Digraphen als endlich 
voraussetzen. Fur einen Digraphen D und XG E(D) sei X, := {x0 E E(4): 
s E X) und entsprechend sei Xi definiert. Fur einen n-minimalen Digraphen 
D sei DO := DO - (E,f u EI: ), wobei EJ = (E+ ), bedeutet; also ist 
Ila,II = lIDOIl. Wir zeigen zunachst zwei einfache Lemmata. 
LEMMA 3. Fiir n 22 kann ein n-minimaler Digraph D mit IDI zn + 2 
keinen Teilgraphen HZ K, + , enthalten. 
Beweis. Wenn ein solcher Teilgraph H existierte, gabe es (a, x) E 
K( E( H), E(D) - E(H)) und wegen n 2 2 einen Weg W von x nach E(H) in 
D-a mit IE(W)nE(H)I = 1, etwa E(W)nE(H)= {h}. Dann ware aber 
p(a, b) > n fur die Kante (a, b). 
LEMMA 4. Sei D ein n-minimaler Digraph mit ilDllz2n IDI + a. Dann 
gilt ll8,ll Lnlb,l +a+ /ID-- E(b,)ll. 
Beweis. Es ist II Dll = 2ne f + ne + + ne - - IID- E(6,)/1 + lia,l/, also mit 
der vorausgesetzten Ungleichung /~Do~~~ne++ne +2ne’+a+ 
II6 - E(B,)ll = nlDol + a + IID - E(6,)ll. 
Das folgende Ergebnis hat im ungerichteten Fall sein Analogon in Satz 2 
von [9]. 
SATZ 4. Fiir jeden endlichen, n-minimalen Digraphen D gilt lIDI 5 
2n IDI - n(n + 1). Fiir nz2 gilt dabei das Gleichheitszeichen nur fiir 
DzK,+,. 
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Beweis. Fur n = 1 ist obige Ungleichung bekannt, etwa aus [3] (vgl. 
Korollar 2 in [14]). Fur nz2 fiihren wir die Annahme lIDI >,n(21DI - 
(n + 1)) und IDI 2 n + 2 zum Widerspruch. Nach Korollar 1 gilt (such im 
Falle ID,I=O) IIDll~n(2e’+e++eP)+2e’+ef+e--1, mit der 
vorausgesetzten Ungleichung also (n - 1 )(e’ + e- + 2e’) 5 n(n + 1) - 1 = 
(n-l)(n+2)+1. Hieraus folgt e++e-+2e’sn+2 fur alle nz3. Fur 
n = 2 ergibt sich nur e+ + e- + 2e’ sn + 3, wobei das Gleichheitszeichen 
nur auftreten kann, wenn 6, ein Baum ist und IlB - E(fio)II = 0 gilt. 
Nehmen wir zunachst e’+e-+e’sn+l an. Sei AGE’ mit IAl= 
n+l-e+-e ~ -e’. Fur D’ := D- (E’ -A) gilt dann lJD’l/ 2 llDi[ - 
2n(e’- IAl)z2nlD’I -n(n+ l)=n(n+ 1). Also ist D’EK~+~, im Wider- 
spruch zu Lemma 3. 
Also gilt e+ + e- + e’ 2 n + 2. Als nachstes fiihren wir die Annahme 
e++e +2e’ =n + 2 zum Widerspruch. Wegen obiger Ungleichung gilt 
dann e’ =O. Nach Lemma 4 ist 11~011 zn + 116 - E(fi,)il, also 
110 - E(b,)(l s 1 wegen Korollar 1. Wegen llaoll zn > 0 und e’ = 0 miissen 
E+ # @ und Ep # 0 sein. Also existiert x, E EJ. Wegen 114 - E(b,)ll 5 1 
und E’ = 0 ist Ir(x,; 6) n E,+ ( zn - 1 und wegen [x,, xi] #K(D) somit 
IE,+ ( 2~. Wegen n 2 2 existiert also ein y, E ET mit y( y,; D - E(d,)) = 0, 
also r( y,; 6) g ET, was sogar (E,+ I > n liefert. Analog ergibt sich e ~ > n 
und somit der Widerspruch 2n + 2 5 e + + e ~ = n + 2. 
Also bleibt nur noch der Fall n = 2 und e + + e- + 2e’ = n + 3. Dann gilt 
e ’ 5 1 und nach obigem ist B, ein Baum und 116 - E(b,)ll = 0. Wenn 
E+ # 0 ist, folgt, ahnlich wie im vorhergehenden Abschnitt, e+ + e’ 2 3. 
Aus E + # @ # Em- ergibt sich also der Widerspruch e + + e ~ + 2e’ 2 6. 
Also ist e’ = 1 und E+ = (zr oder Ep = 0. Hieraus ergibt sich aber der 
Widerspruch llaoll 5 3. 
In [3] (vgl. such Korollar 2 in [ 141) wurde von Dalmazzo bewiesen, 
daB fur jeden minimal n-fach kantenzusammenhangenden, endlichen Mul- 
tidigraphen D gilt lIDI/ g2n( IDI - l), wobei das Gleichheitszeichen nur fur 
die Multidigraphen B” gilt, die sich aus einem Baum B durch Ersetzen 
jeder Kante [x, y] durch n gerichtete Kanten von x nach y und n ge- 
richtete Kanten von y nach x ergeben. In Satz 4 gilt fur n = 1 also genau 
dann das Gleichheitszeichen, wenn es sich urn einen Digraphen der Fom B’ 
fur einen Baum B handelt. Ahnlich wie im ungerichteten Fall (vgl. Satz 3 in 
[ 1 l] ‘) la& sich fur n 2 2 die Ungleichung aus Satz 4 fur n-minimale 
Digraphen D mit geniigend groI3er Eckenzahl verscharfen zu II DIls 
2n IDI - 2n2. Die Digraphen D := K,, mit rnzn sind n-minimal und es gilt 
lIDI = 2n( IDI -n). Wir werden im folgenden Satz zeigen, daB die 
’ Die maximale Kantenzahl eines n-minimalen (ungerichteten) Graphen mit 1?1 Ecken wurde 
fiir jedes m mit n + 2 srn 5 3n - 3 van Cai in [2] bestimmt. 
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Digraphen K,, bei geniigend hoher Eckenzahl die einzigen n-minimalen 
Digraphen D mit II DIlz 2n( 1 DI -n) sind. 
SATZ 5. Fiir jeden n-minimalen, endlichen Digraphen D mit I D( 24n + 
max(5 -n, 0) gilt /Dll=<2n IDI - 2n2. Wenn hierbei D nicht isomorph zu 
K n,,DIPn ist, giltfiir nz2 sogar llDl[ <2nIDI -2n’. 
Der groI3te n-minimale Digraph D & K,,,,, -n mit lIDI 22n IDI - 2n2, den 
ich finden konnte, ergibt sich aus einem kontinuierlich gerichteten Kreis 
der Lange 2n durch Hinzufiigen von n - 1 unabhangigen Ecken, die in 
beiden Richtungen mit allen Ecken des Kreises verbunden werden. Daher 
wiirde ich annehmen, da13 Satz 5 schon fiir alle n-minimalen D mit 1 DI 2 3n 
gilt. Zum Beweis von Satz 5 benotigen wir einige Lemmata. Hirbei sei 
immer n 2 2 vorausgesetzt. 
LEMMA 5. Sei D n-minimal mit lIDI 22n IDI - 2n’. Dann ist Id,1 5 
2n + 2 fur alle nz 3. Fiir n = 2 ist Id,1 52n + 3, wobei das Gleichheitszeichen 
nur gelten kann, wenn a, ein Baum ist und IID - E(B,)li = 0 gilt. Wenn 
r := ID,1 - 1 - lIDoIl + IID--E(D,)llzk(n- 1)+2 fur eine ganze Zahl k 
gilt, dann ist ID,1 52n + 1 -k ,fiir alle nz2. 
Beweis. Aus II Dll = 2ne * + ne+ + ne- - 116 - E(D,)ll + Id,1 - 1 
- (ID,1 - 1 - jlaoll) = 2ne’ + (n+l) (e++e-) + 2e’ - 1 - r 2 
2nlDl-2n” ergibt sich (n-l)(e++e-+2e’)s2n2-l-r=2(n+l). 
(n-1)+1-r. Wennnunrzk(n-1)+2ist,folgtweitere++e-+2e’i 
2(n+l)-k-l/(n- 1)<2(n+ 1)-k, also laoI =e+ +e- +2e’s2n+ 
1 -k. Fur die ersten beiden Behauptungen konnen wir /DoI > 0 vor- 
aussetzen. Nach Korollar 1 ist dann 16,l - 1 - llaojl 20, also rz0. Fur 
nz 3 ist also rz -(n - 1) + 2 und somit nach dem schon Bewiesenen 
laoi 52n+2. Fur n=2 konnen wir k= -2 wahlen und erhalten @,I s 
2n + 3. Das Gleichheitszeichen kann hierbei nur fur r = 0 auftreten, da man 
sonst k = -1 wahlen konnte. Dann ist aber a, ein Baum und 
l/d -E(B,)ll = 0. 
LEMMA 6. Sei D ein n-minimaler Digraph mit lIDlIz 2n IDI - 2n2 und 
IDIz4n-1. Dannsinde++e’~nunde~-+e’zn. 
Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei e + lee. Fiihren wir 
die Annahme e- + e’ < n zum Widerspruch. 
Dann gilt y(x; D - E(8,))ln -e- -e’ fur alle x E EF und fur alle 
XiEE,’ sogar y(x,;B- E(d,))zn-e- -e’ + 1 wegen [x,,.xi]$K(~). 
Hieraus folgt 
(a) IID-E(D,)llz(e*+e-)(n-e--e’)+e-. 
582bj3ap2 
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Uberlegen wir uns als nlchstes 
(b) Id,/ 52n und e+ +e’ <2n. 
Nach Satz 3 gilt e’ + e- 2.n. Nach (a) ist also 116 - E(b,)jlz 
n(n-e- -e’) + eP znz2. Mit Lemma 5 ergibt sich hieraus Id,,1 %2n + 1. 
Wenn e- > 0 oder e- + e’ sn - 2 gilt, ergibt obige Ungleichung sogar 
IIn- IZ(d,,)ll > n, woraus Ifi,,] 52n nach Lemma 5 folgt. Wir kijnnen also 
e- =0 und ec+e’=n-1 annehmen. Dann ist e++e’s2n+l- 
(n-l)=n+2, also e’~lDI-(n+2)~3n-3>n und nach (a) somit 
IID - E(a,)ll > n, was mit Lemma 5 wiederum Ia,1 s 2n liefert. Offen- 
sichtlich ist E+ u E’ = E(D) genau dann, wenn Ep u E’ = E(D) ist, also 
gilt e- + e’ > 0 genau dann, wenn e+ + e’ > 0 ist. Dies impliziert 
e++e’<2n. 
Wir benotigen noch die folgende Ungleichung. 
(c) e+ +e’ -(n-l)(e+ -ep)/(n-em- -e’)sn- 1. 
Wegen e+ -e-LO ist dies klar fur e++e’gn-1. Sei e++e”=n. 
Dann ist e+ -em >O wegen eC+e’<n, also (n- l)(e+ -eP)/ 
(n-e- -e’)zl, da wegen e+ +e’ > 0 such e- + e’ > 0 sein mul3. Wir 
haben noch e+ + e’ > n zu betrachten. Sei k:= n -e- -e’ ; es ist 
O<k<n. Dann ist e+-ePzk+l, also e++e’-(n-l)(e’-e-)/ 
(n-e--e’) 5 e+ +e’ -(n-l)(k+l)/k 5 2n-l-(n-1)-1 = n-l 
nach (b). 
Wir unterscheiden nun zwei Falle. 
(1.) llBOII se+ + e’. 
Mit (a)ergibt sich dann llDll~2ne*+ne+ +ne- -(e* +e-). 
(n-e- -e’)-ep +e+ +e’. Hieraus ergibt sich mit llDljL2nIDJ -2n’ 
durch einfaches Umformen (e’ +e-)(n-ep -e’)s2n(n-ep -e’)- 
(n- l)(e+ --e-)+e’, also weiter IDI =e+ +eP +e+ +e’s2n+e+ + 
e’ + (e> -(n-l)(e+ - e ~ ))/(n - e ~ - e’ ). Mit (c) ergibt sich hieraus der 
Widerspruch I III 5 4n - 2. 
(2.) IIB,ll b-e+ + e’. 
Dann existiert ein z E E+ u E,> mit y(z; B,,)z 2; seien etwa xd #x2 aus 
f(z; b,). Da Ir(xi; D) n I’(xz; D)I 5n nach Lemma 1 gilt, sind von den 
Ecken E’ u E,T - {xf , x:} mindestens e * + e- - 2 - (n - 1) Ecken nicht 
zu beiden Ecken XL und xz in D benachbart. Somit folgt K(E,* u E,, 
E;uE,Z; D)g(e’+e-)(ee+e’)-e--(e’+e--(n+l)), also weiter 
llD--E(fi,)ll = n(e’ +ep) - K(E:uE,:, E;uE,‘;D) 2 (e* +e-). 
(n-eP-e’)+e-+e’+e--(n+l).AnalogzuFall 1 ergibt sichunter 
Verwendung von Korollar 1 hieraus weiter 
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(d) (e’+e-)(n-e--e’) < 2n(n-eP-e’)-(n-l)(e+-e-)+ 
2e’-e’+n+l. 
Nach (b) gilt IDJ =e’+e+ +e- +e’se’+2n-e’, also e* -e’z 
IDI -2n und somit e* -2e’ - (n + 1) 2 - 1. Mit (c) ergibt sich damit aus 
(d)derWiderspruch IDI<2n+n-1+1=3n<4n-l. 
LEMMA 7. Sei D ein n-minimaler Digraph mit lIDI/ 22n IDI - 2n2, IDI 2 
4n- 1 zuzd llDoll =O. Dann ist DzK~.,~,+,,. 
Beweis. Nach Lemma 6 gilt e + + e’ 2 n und e ~ + e’ 2 n. Andererseits 
ist n( laoI - 212) + 116 - 4d,)lli jl&lj = 0 nach Lemma 4. Hieraus folgt 
e+ +e’=n=e +e’ und 110 - E(&)ll = 0. Also sind D(EF u E,: u 
E,vE;)~K<,~+,.c,, und 6( E’ u E,t u E,+ u E,’ ) z Kc,+ + e + ,n. Hieraus folgt 
EP =@=E+ und iomit DrK,,,,_,,. 
LEMMA 8. Sei D n-minimal mit )I DII 2 2n I DI - 2n’, I DI 24n - 1 und 
e+ +e’ =n=e- +e’. Dann ist IIDoll =O. 
Beweis. Wir fiihren die Annahme II Doll > 0 zum Widerspruch. 
Betrachten wir zun5chst den Fall, da13 ein 2 E E(d,) mit y(z; 8,)22 
existiert. Seien etwa ZE E+ u E,? und {x, y } c Qz; 6,). Da Ir(x; D) n 
r( y; D)I sn nach Lemma 1 gilt, existieren mindestens 4n - 1 - n - 
(n - 1) = 2n Ecken u E E” u E; mit [II, x] $ K(d) oder [u, y] $K(D). 
Wegen eP + e’ = n ist also IId - E(b,)ll 22n, was mit Lemma 4 ll&li 1 
2n = iDo/ liefert, im Widerspruch zu Korollar 1. 
Also sind die Kanten von a, unabhingig. Sei (x, y) E K(D,). Da D 
n-minimal ist, kann es hachstens n - 1 Ecken z E E(D) - {x, y } mit 
C-L, =j ]EK(B) und [- AU, y,] EK(~) geben. Hiermit ergibt sich wegen 
CU,, oil 4 K(B) fiir u E E+ u E- und mit Lemma 4 also der Widerspruch 
~ll~,ll~~ll~-~~~,~ll~~,,~~ (Y(z,; b-E(hN+yk; D-E(&N)+ 
e++e- 2 (e’-(n-1)) IIDoll+e++eP 2 (3n-e+-e--e’) ~~d,~~+ 
e++e->nlldoli,daef+e-+e’ <2nodere++e->Oist. 
LEMMA 9. Sei D n-minimal mit llDllz2n (DI - 2n*, IDI 2 3n + 1 und 
e- +e’ =n. Dann gilt e+ +e’sn. 
Beweis. Wir fiihren die Annahme e+ + e’ > n zum Widerspruch. 
Nehmen wir zunzchst an, da13 ein z E E+ u E,? existiert mit y(z; &) 2 2. 
Sei etwa {x, y } E I’(z; b,,). Nach Lemma 1 existieren dann wieder min- 
destens 3n+l--(e++-e’)-(n-1) Ecken ucE:u_E, mit[u,x]#K(D) 
oder [II, y] $K(D). Wegen e- + e’ = n ist also I( D - E( Do) )I 2 2n + 2 - 
e+ -e’ und mit Lemma 4 ergibt sich hieraus llbOll zn(e+ +e’ -n)+ 
2n + 2 -e+ -e’ $n + e+ + e’ = Ifi,J, im Widerspruch zu Korollar 1. 
Somit ist y(z; D,) 5 1 fiir alle z E E,f u E,?‘, also insbesondere 11~011 5
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e+ +e’. Da andererseits nach Lemma 4 gilt [[Boll zn(e+ + e’ -n) + 
114 - E(fi,)ll, folgt hieraus e+ + e’ gi;;n + 2, wobei das Gleichheitszeichen 
nur auftreten kann, wenn n = 2 und IlD - ,??(d,)ll = 0 gilt. 
Betrachten wir zunlchst den Fall n =2 und e+ +e’ =n + 2. Dann ist 
1/6-E(&)// =Ound l/&/l =4. Alsoist D(E: uE; uE; uE~)zK,~+~-,~ 
und somit eP = 0 und e’ 2 3. Dann ist JC(E’, E+ u E,? ; 4)26 und es 
existiert also ein Z~E E,+ u E,? mit IC(E:, z,; 6)22. Wegen y(z’; D,)i 1 fiir 
alle z’ E E,? u E,? existiert eine Kante [y,, zi] E K(&). Dann ergibt sich fur 
die Kante (y, c) E K(D) aber der Widerspruch P(Y, z; D)z 3. 
Sei also nun e+ +e’ =n+ 1. Dann gilt n+ 1~118,l/>=n+ IID-E(d,)ll 
nach Lemma 4. Sei etwa K(D,) = { [xt, yf]: k = l,..., l/Boll }; nach obigem 
ist yf # y”’ fiir k # k’. Wenn llfiOll = n ist, gilt (ID - E(b,)ll = 0 und somit 
B(E,? u E; u E; u Ez)gK,* +em,n, also eP =0 und e’z2n. Wegen 
4x, { yf,..., yl};B)zn--1 f iir alle x E E,+ existiert ein y” mit (T(yt; 6) n 
E$ I 2 2n - 2 z-n, was den Widerspruch p(xk, yk; D) > n liefert. 
Also ist \lD,J = n + 1 und somit IID- E(b,)ll5 1. Falls eine Kante 
[x,, yi] E K(d - E(b,)) existiert, sei A:= {x,, xi, y,, y,}; sonst sei A = 121. 
Dann ist jede Ecke von B:= (E: u E,: ) - A zu allen Ecken von E; u E,’ in 
D benachbart. Hieraus folgt E,: E A, B = E: - A und 1 BlZ 2n - 2. Da jede 
Ecke von E’-A zu n Ecken von (yt,..., y;+‘} = E+ u E,? in d 
benachbart ist, existiert ein yt mit (I’(yk; 6) n (E’ - A)( Zn, was den 
Widerspruch p(xk, yk; D) > n liefert. 
LEMMA 10. Fiir jeden n-minimalen Digraphen D gilt e’(D) 2 n - 
IID- 4&N 
Beweis. Sei k:= II& E(8,)ll. Wenn E+ = EP = @ ist, existiert nach 
Satz 3 ein z E E’ und fur alle XE P(z; D) ist x6 E’ oder [z,, xi] E 
K(d - E(b,)). Also gilt dann e’ + lib - E(b,)ll Zn. Sei also etwa e- > 0. 
Dann gehoren von den Ecken T-(E-; D) hochstens k nicht zu E’. Wegen 
EP # (25, I DI - e ~ 2 n nach Satz 3 und wegen des n-fachen Zusam- 
menhangs von D ergibt sich hieraus e’ + kz y -(E-; D)Ln. 
LEMMA 11. Sei D ein n-minimaler Digraph mit /I Dllz 2n IDI - 2n2 und 
e+ +e’ =e-+e’= n + 1. Dann gilt ID( 54n + 1 und ftir alle nz4 sogar 
JDJ < 4n. 
Beweis. Nehmen wir an, es existiere ein Digraph D mit IDI 24n, der 
obige Voraussetzungen erfiillt. Nach Korollar 1 und Lemma 4 ist 2n + 12 
llD,J 22n + l[D - E(fi2)ll, insbesondere also k:= IID - E(d,)ll 5 1. Fiir 
k=l, etwa K(d--E(D,))={[ u,,o,]},seiA:= {u,u};fiirk=OseiA=@. 
Wegen [IBoll 22n > n + 1 existiert ein z E Ei+ u E,? mit y(z; fi,) 2 2; sei etwa 
{x, y } & T(z; b,). Nach Lemma 1 existiert S s (E,+ u E; ) - (Ai - { ui}) 
mit IS\&44n-(n+l)-l-(n-1)=2n-1, so daD jede Ecke von S zu 
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jeder Ecke von (EL u E,’ ) - {x, y } und zu genau einer der beiden Ecken x 
und y in D benachbart ist. Also existiert S’ c S mit 1 S’( 2 n, so da13 S’ etwa 
zu allen Ecken von (E; u E: ) - {x} benachbart ist. Mit Lemma 1 folgt 
hieraus y(z; b,,)s2 und ~c((Ey u E,‘)- (xl, E+ u ET; B)se’ +e” = 
n + 1. Da aus Symmetriegriinden such ~(2’; 6,) 5 2 fiir alle Z’ E E; u E,‘, 
also insbesondere fur X, gilt, ergibt sich aus obiger Ungleichung weiter 
Ild,ll zn + 3. Wegen @,[I 22~ folgt hieraus n 5 3, womit die zweite 
Behauptung des Lemmas bewiesen ist. 
Nehmen wir nun IDI 14n + 2 an. Uberlegen wir uns zunachst 
(a) IE+uEPuE’uAl~n+2+2k. 
Nach Lemma 10 gilt e’ In -k. Wenn e ’ 1 n ist, gilt (a) offensichtlich. 
Sei also e’=n-1 und somit k=l. Dann ist e++e-+e’=n+3. Dem 
Beweis von Lemma 10 entnimmt man, da13 [u,, u,] E K(EJ, E,- ; 6) sein 
mub, womit sogar (E+uEEuE’uAlsn+3 folgt. 
Seien z, x, y wie im ersten Teil des Beweises. Dann existiert Si c E’, so 
daD jede Ecke von Si zu jeder Ecke von (E; u E,’ ) - {x, y } und zu genau 
einer der beiden Ecken x und y benachbart ist, mit Sn A = 0 und mit 
JSiIz4n+2-(n+2+2k)-(n-1)=2n+1-2kz2n-l. Also existiert 
S,! E S, mit lS:l = n, so daB S( etwa zu allen Ecken von (Ey u E,’ ) - {x} 
benachbart ist. Wegen (n + l)(n - 1) < n2 existiert eine Ecke 6,~ E,+ u E,? 
mit S&E T(bi; D). Wenn es eine Kante [h,, c,] E K(bi, (E; u Et ) - 
(xi; B) g%be, erhielten wir den Widerspruch pL(c, b; D) > n. Also ist ~(b,, 
(IZ; uEz)- {x);D)=O und wie im ersten Abschnitt des Beweises folgt 
IIDOll s;n + 2. Dann ist aber Ilb,,/l = 2n, also k = 0. Dann gilt JSi/ 22n + 1 
fur obiges S, und wir konnen S( wie oben sogar mit IS,!/ = n + 1 finden. 
Wegen n(n - 1) + n + 1 < (n + 1) n existieren dann sogar zwei Ecken b’ # b2 
in E+ u E,? mit K(@, S>; D)zn fiirj= 1, 2. Dann folgt wie oben ti( {b’, b’), 
(E, uE;)- {x)$)=0 und wie im ersten Abschnitt somit der 
Widerspruch 2n 5 Ila,il~ n + 1. 
LEMMA 12. Es existiert kein 2-minimaler Digraph D mit 11 D 11 2 4 I DI - 8, 
~0~~11 unde++e’=eP+e’+1=4. 
Beweis. Sei D ein 2-minimaler Digraph mit obigen Eigenschaften. Nach 
Korollar 1 und Lemma 4 ist 62 llao/l 26+ IID- E(b,)li, also 
IID-E(fi,)ll=O, und somit e’z2 nach Lemma 10, also e’z6. Mit 
Lemma 1 ergibt sich wieder y(z; 6,) 52 fiir alle z E E,? u E,? und 
y(x; 8,)53 fur alle x E E; u Ea>. Also existieren Z’ # z’ in ,E,+ u E; mit 
y(z’; d,) = 2, etwa mit T(z’; 8,) = (x1, CC’> und F(z*; D,) = {x2, x3) 
(x’ #.u3 nach Korollar l), und es ist y({~‘, x3}; 6,,)23. Nach Lemma 1 
existiert Sj E E,* mit Si G T(x’ ; 6) n T(x3; 6) und JSil 24. Also gibt es ein 
bie I( {x’, x3}; 6,) mit ~(b~, S,; 0)22. Es existiert eine Kante [bi, x,] E 
K(b;, {x’, x3}; 4). Somit ergibt sich der Widerspruch p(.‘c, h; D)L3. 
116 W. MADER 
Aus den Lemmata 5 bis 12 ergibt sich nun unmittebar der 
Beweis von Satz 5. Sei D ein n-minimaler Digraph mit I( DI( 1 
2n 1 DI - 2n2 und I D( 14n + max( 5 - n, 0). Nach den Lemmata 5 und 6 mu13 
bis auf Dualitlt einer der folgenden drei Falle vorliegen: (1) e- + e’ = n; 
(2)e-+e’=e++e’=n+l; (3) n=2 und e+ +e’ =n+2= 
e- +e’ + 1. Im Fall (1) gilt nach den Lemmata 9 und 6 such e+ +e’=n, 
somit II D,ll = 0 nach Lemma 8. Dann liefert Lemma 7 aber DE K,,,,, in. 
Nach Lemma 11 kann aber (2) nicht auftreten, wlhrend (3) durch 
Lemma 12 ausgeschlossen wird. 
Mit groDerem Aufwand lassen sich einige der fur Satz 5 benotigten Lem- 
mata noch verscharfen. Zum Beispiel kann man zeigen, daB bei Lemma 12 
die Voraussetzung (DI 2 11 iiberfliissig ist. Es erscheint mir aber sehr 
schwierig, bei Satz 5 anstelle von 4n + max(5 - n, 0) den vermuteten Wert 
3n zu erreichen. 
Zum Schlug miichte ich noch bemerken, da13 ein Beweis der 
VERMUTUNG: Fiir jeden endlichen, n-minimalen Digraphen D gilt 
durch Korollar 1 wohl nicht wesentlich naherriickte. Die Beispiele von 
S. 112 in [ 121 zeigen, dal3 e* 22 fur alle n und beliebig hohe Eckenzahl 
bestmiiglich ware. Fur endliche, minimal n-fach kantenzusammenhangende 
Digraphen D wurde die Existenz zweier Ecken x mit y + (x; D) = 
y-(x; D) = n in [ 121 beweisen. 
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